



134 GEOMETRÍA ELEMENTAL 
no, y la cotangente es igual al cociente de dividir el coseno 
por el seno {fig. 102). 




se tendrá, reemplazando por BC y OC sus valores 
t 
s€n a. OB t cos a. OB 
ang a = , co a = , 
cos a. OB sen a. OB 
ó 
sen a 
tang a = --v- , . [2] 
cosa 
cos ~ 
cot a =--= -- , 
sen a 
[3] 
Corolario.-De estas expresiones se deduce evidente. 
mente que tanga. cot a= 1 [4]. 
También se obtieue, observaudo qne tang q. y cot a 
iienen por denominador la unidad, en las expresiones [2] 
y [3], y después de elevar al cuadrado, 
tang2 a sen2 a 
1 cos2 a 
de lo que resulta, 
1 + tang2 a '"----
1 
1 + tang2 a 
-
tang2 a 
1 + cot2 a 
cot2 a 
~ 
1 +cot2 a 
-
1 
1 + tang2 et 1 
cot2 a cos2 a 
-------
1 sen2 a. 
sen2 a + cos2 a 
'·co~· 
sen2 a + ·cos2 a 
sen2 a 
sen2 a + cos2 et 
cos2 a 
sen2 a+ cos2 a 
sen2 a 
1 + tang2 a • 1 
tang2 et sen2 a' 
ó 
cos2 a ' 1 
1 + cot2 a 1 1 + cot2 a 1 
cot2 a cos2 a ' 1 sen~ a 
, 
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1 
cos2 a = - ----
1 +tañg2 a ' 
tang2 a 
sen2 a = - -----., 
1 + tang2 a 




1 + cot2 a 
expresiones por las cuales se obtiene el valor numérico 
del seno y el cos0no de un arco, cuando se conoce la tan_ 
gente ó la cotangente del mismo. 
~...:· 
§ -1. 0 -Aplicación•á las relaciones entre líneas correspondi~*es ~ arcos distintos 
142. Teorema.-El seno de la su-
ma ó dij erencia de dos arcos es igual á 
la suma ó dij e1·en cia de los productos 
del seno de <.;ada arco JJOr el coseno del 
ofro. (1) , 
l.º Construcción.---Dados los ar-
cos AB y BO que expreearemos 
' Figura JOJ. para brevedad, por las letras a y b (fi-
gura 103}; trácense las J_ s B~ = sen ·a, CL = sen (a+ b) 
al radio AO, la J_ CN = se:,l b ai radio BO, y la /! ª .NM ·~'­
al-radio A.O. 
Demostración. 
Sen (a + b) = CL = LM + MC; 
• 
pero en el 6 rectángulo ONT, se tiene: 
NT ó ML'(P ~.ª 108) = NO. sen a (139-, 1. 0 ) = cos b sen a. 
En el Ji. mdángulo NCM se tiene: 
CM=C~~os L MCN=CN. cos L.. BOA (P. l,:i. 99, coro-
lario} .º)= CN. cosa (30, cor.)= sen b cos a, 
(1 ) La dem.ostración de este teorema sólo se extiende aquí á los 
arcos cuya suma no excede de un cuadrante. 
·' -¡ 
"• 
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y sumando las dos expresiones ; resulta: 
sen (a+ b) =sen a cos b +cosa sen b [1]. 
l.º Como sen (a -b) = RS = HT = NT- HN 
y HN = CM (por ser el L NHS = !::::. MON), 
resulta, restando las mismas expresiones, 
sen (a -:- b) = sen a cos b - cos a sPn b [2]. 
143. Teorema.- El coseno de la suma ó diferencia de 
dos arcos es ·i,qual á la dij M·encia entre el prodncto de los 
cosenos y el prodncto de los senos de los mismos. 
Demostración.-Siendo 
TO = NO. cos a,J 139, l.º) = cos b cos a, 
y RT = SH (P. 1 ~"108) = SN. sen L. HNS = 
SN. sen L. BOA==-= SN. se:; a = sen b sen a, 
se tendrá, restando y sumando sucesivamente, 
01 = OT - TL = OT - RT (P. l.ª 108 y 106) = 
cos a cos b - sen a sen b 
OR = OT + TR = cos a cos b +sen a sen b, 
es decir, 
cos (a+ b) = cos ri. cos b - sen a sen b · ~3] 
~ cos (a -- b) = cos a cos b + sen a sen b [4] . 
Corolario.-Sustituyendo en las expresiones [1] y [3] a 
en vez de-.b, resulta: 
' 
sen 2 a•= sen a cosa+ cosa sen a = 2 sen acosa [5] 
cos 2 a= cosacos a - sen a sen a = cos2 a -- sen2 a [6]. 
Observación.- -Análogamente se podrían obtener las 
expresiones que dan los valores de sen 3 a y cos 3 a, cuan-
do se conozcan los valores de sen a y cosa ; y así sucesiva-
mente; pero se ha de tener presente que hasta ahora sólo 
estamos autorizados para admitir estos resultados mientras 
tll múltiplo dado del arco no exceda del primer cuadrante. 
§ 4.0 APTJICACIÓN . .\ !,AS RELACIONES ENTRE LÍNEAS lCTC. '137 
Figura 101. 
144. Teorema.-La suma de 
los senos de dos arcos es igual al 
doble del seno de la semi-suma de 
esfos arcos por el coseno de s11 semi-
diferencia; la diferencia de los se-
nos de dos arcos es ignal al doble 
del seno de la seini-<'J,_i/erencia de 
estos arcos por·el cose1~<J:' de sn semi-
suma. 
La snma de los cosenos de dos arcfJs es igual al doble del 
coseno de la sem \-suma de estos arcos por el enseno de la semi-
diferencia, y la dij erencü1 de los cosenos de dos arcos es igual 
al doble del seno de la semi-suma ele estos arcos por el seno de 
la semi-diferencia (1 ). 
1.° Construcción.- Tómese hacia la parte superior de 
O la longitud OL = SBn a, y hacia la parte inferior la lon-
gitud OH= sen b trácense las 11 as LB y HC' al radio OA 
y las BB' y ce· .l' á éste; y únase B con C'. ,. 
Demostración.-Tenemos: 
arcBAC' =a+ b; 
B~.1 =sen - 1- (a+ b), 
- 2 
are BU = are B' C' = a - b; 
1 
cuerda BC' = 2 sen -(a+b). 
2 
En el .6.):.~ptángulo BRC', se tiene que 
.~Z--6 LH = BC'.cosL:B'BO' (139, 1.0 ); 
luego, hq_Cici1do las sustituciones necesarias, 
~ 1 1 
sen a__¡__ sen b = 2 sen - (li + b) cos- (a -b) [1]. 
. 2 2 
2.0 Si, en vez de tomar OH= sen ben prolongación 
de OL, tomamos OH', en el mismo sentido, y por el ex-
(l ) Esta demostración por ahora sólo se extiende á los arcos 
cuya suma no llegue á ya\er la semi-circunferencia. 
-,,.,.. 
